1. Rownanie rozniczkowe liniowe

Definicja 1. Réwnanie r6zniczkowe typu

d
DL px)y=qx), (1)
dx

gdzie p(x) i g(x) s3a danymi funkcjami ciaglymi na przedziale X CR,
nazywamy rownaniem rozniczkowym liniowym rzedu pierwszego. Jezeli
g(x)=0 na X, to réwnanie

d
DL px)y=0 )
dx

nazywamy liniowym jednorodnym. W przeciwnym przypadku réwnanie (1)
nazywamy liniowym niejednorodnym.

Réwnanie (2) jest réwnaniem o zmiennych rozdzielonych. Rzeczywiscie,
rozdzielajgc zmienne mamy

ﬂ =—p(x)dx.
y

Wtedy

fd—;}:—fp(x)dx.

1n|y|:—fp(x)dx+1n|C|.

Wigc rozwigzanie ogélne réwnania liniowego jednorodnego ma postac

Stad

y= cel Pt 3)

gdzie C jest dowolng stalg rzeczywista r6zna od zera. Zauwazmy, ze funkcja
y=0 jest rozwigzaniem réwnania (2) i rozwigzanie to mozna otrzymacé z
rozwiazania (3), jezeli dopu$cimy warunek C =0 . Zatem funkcja y(x) postaci
(3) jest rozwigzaniem réwnania (2) dla kazdego CUR.

W celu rozwigzania réwnania liniowego niejednorodnego stosujemy metode
uzmienniania statej. Ta metoda opiera si¢ na zatozeniu, ze szukane ogdlne
rozwiazanie rwnania niejednorodnego (1) ma postac¢ rozwigzania (3), w ktérym
C jest nieznang funkcja zmiennej x (tzn. ,,uzmienniamy” stalg w rozwigzaniu
0g6lnym réwnania jednorodnego). Mianowicie



y=ce . (4)
Zat6zmy, ze funkcja C(x) jest rézniczkowalng na X . Wtedy mamy
dy _dC(x) effp<x>dx+c(x) d efpmdx]

dx dx dx
czyli
dy _dC(») e—fp(x)dx_ Cp) e—fp(x)dx.
dx dx
Po wstawieniu tej pochodnej oraz funkcji (4) do réwnania (1) otrzymamy
dC(x) ~[pwar - [ penas ~ [ porax
2 © —Cx)p(x)e +C(x)p(x)e =q(x).
Stad

€ _ gl
dx

Otrzymane réwnanie rézniczkowe wzgledem C(x) jest rtbwnaniem o zmiennych
rozdzielonych. Zatem rozdzielajgc zmienne mamy

f dc = f del " iy

a wigc
C(x)= f goel " av i,

Po wstawieniu do réwnania (4) dostajemy rozwigzanie ogdlne réwnania
niejednorodnego (1) w postaci

y=ce dron e dron [aw e " 5)

gdzie C, jest dowolna stata.
Przyklad 1. Rozwigza¢ rownanie

D _Y_ e (6)
dx x

Rozwigzanie. Na poczatku znajdziemy rozwigzanie ogdélne rdéwnania
jednorodnego

d

2 _Y_o.

dx x
Rozdzielajgc zmienne mamy



d d.
e

In|y|=In|x|+In|C].

Zatem

Wigc rozwigzanie ogélne réwnania jednorodnego ma postaé

y=Cx.
Zgodnie z metoda uzmienniania stalej rozwigzania ogdélnego réwnania (6)
szukamy w postaci

y=C(x)x.
Wtedy
& _dCD .
dx dx
Po podstawieniu do réwnania (6) otrzymamy
AW o) —ED e,
dx X
Stad
dC =e"dx.
Calkujac obustronnie mamy
Cx)=e'+C,,

gdzie C, jestdowolng stalg. Tak wigc rozwigzanie ogélne réwnania (6) ma postac¢
y=Cx+xe".

Zauwazmy, ze rozwigzanie ogdlne (5) réwnania liniowego niejednorodnego (1)
mozemy przedstawi¢ w postaci

Y=Yt V> (N
gdzie
Yo =G eifp(wx
jest rozwiazaniem ogbélnym réwnania jednorodnego (2), a funkcja

. :effpmdqu(x)efpmdx i

jest rozwiazaniem szczegdlnym réwnania (1).

Twierdzenie 1. Wzor (7) opisuje wszystkie rozwigzania réwnania liniowego
niejednorodnego (1).



Z tego twierdzenia wynika, ze dla rozwiazania réwnania (1) wystarczy znalez¢
jakiekolwiek rozwigzanie szczegélne réwnania niejednorodnego idoda¢ do
niego rozwiazanie ogdlne réwnania jednorodnego (2). Dla pewnych typéw
réwnan (1) rozwigzanie szczeg6lne mozna znalez¢ stosunkowo tatwo tak zwang
metodg przewidywania. Oméwimy kilka standardowych ,,przewidywan” postaci
rozwiazania szczegélnego. Rozwazmy szczegdlny przypadek réwnania (1),
mianowicie
dy .
— 4 px=¢q(x), gdzie peR. (8)
dx
Jezeli q(x) jest wielomianem stopnia n €N, to rozwigzanie szczegllne y,
rOwnania (8) przewidujemy w postaci wielomianu tego samego stopnia n
z niewiadomymi wspétczynnikami.
Przyklad 2. Znalez¢ rozwigzanie szczegdlne rownania
dy 2
—42y=x".
dx Y
Rozwiazanie. Rozwigzanie szczegdlne y, przewidujemy w postaci
ylzaxz—i—bx—i—c, a,b,ceR.
Obliczamy pochodna
d
D oax +b
dx
i podstawiamy do naszego réwnania. Otrzymamy réwnos¢
2ax +2b+2ax’ 4+ 2bx +2c = x".
Zatem poréwnujac wspotczynniki wielomianéw po prawej i lewej stronie
dostajemy uktad réwnan z niewiadomymi a, b, ¢ postaci
2a =1,
2a+2b=0,
b+2c=0.
Stad
1
a=—, b:—l’ C:l-
2 2 4
Zatem szukanym rozwigzaniem szczegélnym naszego réwnania jest funkcja
_1 X - 1 X+ 1
S N R
Jezeli prawa strona réwnania (8) ma postac



q(x):aebx, a,beR,
to rozwigzanie szczegélne y, rOwnania (8) szukamy w postaci
y,=me”™, mecR.

Przyklad 3. Rozwigza¢ réwnanie

LA y=2e".
dx
Rozwiazanie. Rozwigzanie szczegdlne y, szukamy w postaci
y, =me™ .
Stad
d
D 3me
dx

Podstawiajac do réwnania (9) mamy
3me™ +2me™ =2¢™.

Zatem
3m+2m=2,
2
m=—.
5
Wiec
2 s,
N 2563

jest rozwiazaniem szczegdlnym réwnania (9).

Obliczamy teraz rozwigzanie ogdlne y, réwnania jednorodnego

dy
—+2y=0.
dx Y
Rozdzielajac zmienny i catkujac obustronnie mamy
dy

— =—2dx,

y
fd—;:2fdx,

In|y|=—2x+In|C]|.
Wtedy
y, =Ce ",

(€))



Tak wigc rozwigzanie ogélne réwnania (9) ma postaé
—zX 2 X
y=y,+y,=Ce”’ —|—ge3 .
Jezeli prawa strona réwnania (8) ma postac
g(x)=asinax+bcosaux, a,b,aeR,
to rozwigzania szczegdlnego y, roéwnania (8) szukamy w postaci

Y, =msinax +ncosax.

Przyklad 4. ZnaleZ¢ rozwigzanie szczegdlne réwnania
%+2y—5sin3x. (10)
Rozwiazanie. Rozwigzanie szczegdlne y, szukamy w postaci
y, =msin3x +ncos3x.
RézZniczkujac mamy

@ =3mcos3x—3nsin3x.

dx
. . dy, ’ .
Wstawiamy y, i e do réwnania (10). Mamy
X

(Bm+ 2n)cos3x + (2m —3n)sin3x =5sin3x.

Stad otrzymujemy uktad réwnan

3m+2n=0,
2m—3n=>35.
Zatem
10 15
m=-—, n=——.
13 13
A wigc rozwigzanie szczegdlne rownania (10) ma postac

Y :&sin3x—gcos3x .
13 13

Zauwazmy, ze rozwigzanie ogélne réwnania (10) ma postaé
10 15
=7y, +y =Ce *+—sin3x ——cos3x.
Y=Yo TN 13 13
Przyklad 5. Rozwigza¢ réwnanie

Q+2y:25x2e“. (11)
dx



Rozwiazanie. Rozwigzanie szczegdlne y, przewidujemy w postaci
yl:(ax2+bx+c)63x, a,b,ceR.
Rézniczkujac otrzymamy
d
% = (Qax+b)e* +3(ax* +bx+c)e* .
X

Podstawiajac do réwnania (11) po prostych przeksztalceniach mamy
5ax’ e+ (2a +5b)xe™ + (b + 5¢)e™ =25x ™.

Uwzgledniajac wspoétczynniki po prawej i lewej stronie otrzymamy uktad réwnan

S5a =25,
2a+5b=0,
b+5¢=0.
Stad
a=5, b=-2, c:g.
5

Rozwiazanie szczegélne réwnania (11) ma wigc postad
2
v = [5x2 —2x+ —] e’
5
Zatem szukanym rozwiazaniem ogélnym (zob. przyktad 4.15) jest funkcja

2
Yy=Yotn= Cezx+[5x2 —2X+g]e3x.



2. Réwnanie rézniczkowe Bernoulliego

Definicja 2. Réwnanie rézniczkowe typu
dy
dx

gdzie p, g sa funkcjami ciggtymi w pewnym przedziale X CR oraz a€R
i a=0,1, nazywamy réwnaniem Bernoulliego.

+p(x)y=q(x)y", (12)

Zauwazmy, ze dla a=0 réwnanie (12) jest réwnaniem liniowym
niejednorodnym postaci (1). Z kolei dla & =1 mamy réwnanie o rozdzielonych
zmiennych postaci

B4 p0)— gy =0.
dx

Stosujac podstawienie

-«

=Yy
réwnanie Bernoulliego sprowadza si¢ do rdwnania liniowego niejednorodnego.
Rzeczywiscie, rézniczkujac mamy
dz

o dy
—=l-a)y *"—.
dx ( )Yy dx

Zapisujac teraz réwnanie (12) w postaci

— d —
y =+ p)y " =q(x)
dx

i zmieniajac zmienne otrzymamy
dz
—+d-a)p(x)z=~1A-a)q(x).
dx

Réwnanie to jest rOwnaniem liniowym niejednorodnym postaci (1). Zauwazmy

ponadto, ze jezeli o >0, to réwnanie (12) ma rozwigzanie y =0.

Przyklad 6. Rozwigza¢ réwnanie
@
dx

Rozwigzanie. Réwnanie (13) jest réwnaniem Bernoulliego przy czym a=3.

Tak wigc funkcja y =0 jest jednym z rozwigzan tego réwnania. Niech y =0

i podzielimy obie strony réwnania (13) przez y’.

+xy = ()’ 13)

Mamy

d
y73—y+xy72:x3.
dx



Stad po podstawieniu

_ dz 3 dy
2 3
Z = , —_— —2 —_—
Y dx Y dx
otrzymamy réwnanie liniowe niejednorodne postaci
1
——ﬂ +xz=x"
2 dx
czyli
ﬂ—mz—zf. (14)
dx
Zatem rozwigzujemy rownanie liniowe jednorodne
& 2xz=0
dx

Rozdzielajac zmienne i catkujac mamy
f & =2 f xdx .
b4

In|z|=x>+In|C|,

Zatem

czyli
z=Ce" .

Stosujac metode uzmienniania stalej, rozwigzania ogdélnego réwnania (14)
szukamy w postaci

7=C(x) e” .
Rézniczkujac mamy
42 _dC 2 orce”.
dx dx

Po podstawieniu do réwnania (14) otrzymamy
4C€ ? L oxC(x)e” — 2xC(x)e” = —24,
dx

czyli

Calkujac obustronnie



mamy
Cx)=1+x)e ™" +C,.
Tak wigc
e=((+ e +C e,
czyli rozwigzanie ogélne (14) mozemy zapisa¢ w postaci
z=1+x —G—Clex2 .
Zatem wracajac do zmiennej y otrzymamy rozwigzanie ogélne réwnania (13)

postaci
1

y=(1+x2+Cle“2) ’.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Rozwigza¢ réwnania liniowe niejednorodne:
1. xy' —2y=2x";
2. 2x+1)y' =4x+2y;

dy 2

3. —+2xy=xe " ;
dx Y

8. xzﬂ—i-xy—i-l:O;

9. y —2y=2x"+1;

10. y' +3y=3x>+2x+1;
11. 2y —y=2x"+6;
12. y/ —2y=3e"";



13.
14.
15.
16.
17.

18.

Rozwigza¢ réwnania Bernoulliego:
19.
20.
21.
22,
23.
24.
25.

Y+ y=(x+2)e";

y =5y =02x> +De*;

y —2y=sinx+2cosx;

y' +4y=cosdx;

y' =3y =3sin2x+2cos2x;

y' =2y =sinx+cos3x;

Y +2y=y'e"
(x+DOY' +y)+y=0;
xyzy/:x2+y3;
xydy = (y* + x)dx;

y =y*cosx+ ytgx;
xyy/:x2+y3;
xy’—2x2\/§:4y.
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